Matematikens grunder
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1 Maingdlara

De matematiska objekt vi inte kommer att ge en fullstdndigt rigor6s definition av &r mangder och
dess objekt (samt vad det innebér for ett objekt att “tillhéra” en méngd). Déremot kommer vi att
postulera 10 axiom som bestédmmer hur méngder, vad de &n &r, maste bete sig.

“Definition” 1.1. En méngd &ir en samling objekt. Ett element &r ett objekt i en méngd.



Notation 1.2. Om X betecknar en méngd, och z &r ett element i X, da skriver vi att © € X (ldses
“r ligger i X7, “x tillhor X7, etc.).

Anmirkning 1.3. Notera att vi &nnu inte har gett ett konkret exempel pa en méingd. Naiva
exempel finns det gott om: “Méngden av alla ménniskor”, “Méngden av alla bocker i mitt rum”,
etc. For att rigorost konstruera méangder krivs att vi mer rigorost forklarar vad méngder &r. Detta
gor vi nu genom att postulera hur det som klassas som méngder maste bete sig; vilka egenskaper
de maste ha. Lisaren kan for nu anta att en méngd finns. Vi kommer senare att géra detta axiom
explicit, varpa vi med hjélp av andra axiom kommer att kunna skapa flera méngder (bland annat
alla méngder som lésaren har sett under sin matematikundervisning).

1.1 Likhet - Axiom of extension

Lat A och B beteckna tva méingder. Vad vill vi att “likhet” ska betyda? Strikt menat séiger vi att
tva mingder, A och B, ér likadana om, fér varje pastaende, P, sa d&r P(A) #r sant om och endast
om P(B) ér sant. Detta dr dock omdjligt att utvirdera i praktiken eftersom det potentiellt finns
odndligt manga pastaendet man kan applicera. Darfor postulerar vi féljande axiom.

Definition 1.4. AXIOM OF EXTENSION
Tva méngder, A och B, &r lika med varandra om och endast om de innehaller samma element.
Vi skriver da

A=B. (1.1)

Om A inte &r lika med B, da skriver vi
A # B. (1.2)
Exempel 1.5. For varje mingd A har vi att A = A.

Det finns dven andra forhallanden &n likhet som &r av intresse for oss. Vi séger att A dr en
delmingd av B om och endast om varje element i A tillhor B. Ekvivalent uttryckt séger vi att B
innesluter A. Detta skrivs med foéljande symboler

ACB. (1.3)
Om A inte dr en delméngd av B skriver vi
A ¢ B. (1.4)

Om A C B och A # B skriver vi att A C B.
Foljande &r nagra grundlidggande egenskaper som notionerna delméngd och likhet innehar.

Proposition 1.6. Lat A, B och C vara godtyckliga méngder. Da giller foljande.
1. Reflexivitet: A = A.
2. Symmetri: Om A = B, da ar B = A.
3. Transivitet: Om A =B och B=C,da ar A=C.



Beuvis. Vi bevisar transivitet och lamnar de 6vriga som 6vningar for ldsaren. Anta alltsa att A = B
och att B = C. Lat a € A vara godtycklig. Eftersom A = B har vi att a € B, och eftersom B = C
har vi darpa att a € C. Varje element av A &r alltsa ett element av C. Lat nu ¢ € C vara godtycklig.
Eftersom B = C har vi att ¢ € B och eftersom A = B har vi ddrpa att ¢ € A. Varje element av C
ar alltsa ett element av A. Mingderna A och C innehaller dérfor samma element, med andra ord
har vi att A =C. O

“__»

Anmirkning 1.7. Notera att vi anvinde den symmetriska egenskapen hos nér vi bevisade

transivitet. Ovning: nér gjorde vi det?
Liknande har vi féljande grundliggande regler fér delméngder.
Proposition 1.8. Lat A, B och C vara godtyckliga méngder. Da giller foljande.
1. Reflexivitet: A C A.
2. Anti-symmetri: Om A C Boch BC A,da dr A= B.
3. Transivitet: Om A C Boch BC C,daar A C C.

Bevis. Vi bevisar reflexivitet och ldmnar det 6vriga till lasaren. For varje a € A har vi att a € A.
Per definition har vi darfor att A C A. O

Ovning 1.9. Vi har noterat att A C A for varje mingd A. Har vi nagonsin att A € A? Notera
forst att fragan dr véldefinierad. (Se nésta sektion for mer.)

1.2 Konstruktion av mingder - Axiom of specification

Definition 1.10. AXIOM OF SPECIFICATION
For varje méngd A och f6r varje egenskap P(—) finns det en (unik) méngd B med egenskapen att,
x € B om och endast om x € A och P(z) &r sant.

Vi anviinder foljande notation fér denna méngd:
B={a€ A:P(a)}. (1.1)

Proposition 1.11. “nothing contains everything”
For varje méngd A finns det en méngd B sa att B ¢ A.

Bevis. For varje mingd x 1at P(x) vara pastdendet z ¢ x. Enligt Axiom of Specification finns
dérfor méngden
B:={a€A:a¢a}l. (1.2)

Vi pastar att B ¢ A. For en motséigelse, anta motsatsen. Anta alltsa att B € A. Vi har nu tva fall:
antingen (i) &r P(B) sant, eller (ii) sa dr P(B) falsk. Om P(B) ér sann, da dr B ¢ B, per definition
av P(—). Eftersom B € A har vi per definition av B att B € B, alltsa &r P(B) falsk. Mots#gelse.
Om P(B) &r falsk, da &r B € B, per definition av P(—). Per definition av B maste vi dérfor ha att
P(B) ar sann. Motsiigelse.

Antagandet att B € A leder alltsa till en motségelse, varpa dess negation maste vara sann. Vi
ser darfor att B ¢ A. O



Lat oss nu for tydlighetens skull postulera ett antagande om existens. Vi kommer senare se ett
starkare antagande om existens varpa detta axiom blir 6verflodigt.

Definition 1.12. AXIOM OF EXISTENCE
Det finns en méngd.

Vi visar nu att det finns en méngd utan nagra element.

Proposition 1.13. Det finns en méngd, betecknad @), med egenskapen att for varje méngd ¢ har
vi att ¢ ¢ 0.

Bevis. Enligt Axiom of Existence finns det en méingd, X. Enligt Axiom of Specification kan vi
dérfor skapa méngden

f={reX z¢ X} (1.3)
Lat ¢ vara en godtycklig mingd. Om ¢ € () da dr ¢t € X och t ¢ X, vilket dr en motsigelse. Alltsa
ar t ¢ 0. O

1.3 Par - Axiom of Unordered Pairs

For alla mingder a,b finns det en (unik) méngd C sa att {or varje méingd x har vi att x ligger i C
om och endast om z = a eller x = b

Notation 1.14.
C :={a,b} ={b,a} (1.1)

Anmirkning 1.15. Axiomet for oordnade par siger att for vilka tva méngder som helst, finns
det en méingd som har bada méngderna som element (och ingenting annat). Detta betyder inte att
méngderna och elementen &r olika, méngderna kallas for element nér de &r i relation till ett objekt.

Anmirkning 1.16. En svagare version av axiomet dr att, for alla méangder a, b finns det en méngd
C sa att a,b ligger i C'. Detta kan &ven skrivas

Va,b3C :a,b € C

Anmirkning 1.17. Skillnaden mellan den starkare och svagare versionen av axiomet dr att den
starkare versionen antyder den svagare, alltsa stéller den fa villkorliga krav och &r mer tillamplig
dn den svagare.

Proposition 1.18. Axiomet for oordnade par gar att bilda med hjélp av den svagare versionen av
axiomet och axiom of specification.

Bevis. Anta att C’ har egenskaperna

xeC < z=aellerz=0> (1.2)
Enligt axiom of specification, finns méangden

B:={zx e Clz=acellerx =b} (1.3)

Vi har att a € B eftersom a € C och a = a
Vi har att b € B eftersom b€ C och b=15
For en motségelse, om = € B da géller att z € C ochzx € aellerx €b O



Definition 1.19. SINGELTON
En singelton &r en z sa att, (i) = # 0, och att (ii) for alla z,y i  behdver x = y.

Notation 1.20. Om a € x och z dr en singelton, skriver vi {a} = z. Med detta menas att a &r en
méngd som kan innehalla flera element, medan = &r en singelton med endast a som element.

Notation 1.21. En mingd som definieras som att ha samma element tva ganger (eller fler), &r
identisk med en méingd med den elementen endast en gang. Darfor kan vi skriva

{a} = {a,a} (14)

Definition 1.22. ORDNADE PAR
Lat a, b vara méngder. Det ordnade paret av a,b ar foljande méngd:

(a,b) = {{a},{a,b}} (1.5)
Detta dr dven lika med {{a}, {b,a}}, som i sin tur dr lika med {{b,a}, {a}}.

Anmirkning 1.23. Enligt matematiken #r méngder egentligen oordnade, {a,b} = {b,a}, dock
finns det tillfillen dér en bestdmmelse av ordning behdvs. Detta leder till att (a, b) # (b, a), pagrund
av att {{a}, {a,b}} inte ir detsamma som {{b}, {a,b}}.

Lemma 1.24. Lat a,b vara mingder. Vi har att (a,b) dr en singelton om och endast om a = b.
Sats 1.25. Lat a,b vara méngder. Vi har att (a,b) = (z,y) om och endast om a = z och b = y.
Bevis. («<): (A= B) = P(A) = P(B)) O

Bevis. (=): Anta att (a,b) = (z,y). Detta leder till att vi far tva fall:

Fall 1) Anta att a = b, da &r a, b en singelton enligt lemma 1.24. Vidare, om (a,b) = (x,y), ir z,y
ocksa en singelton, och z = y. Eftersom {z} ligger i {{z}, {z,y}} = (x,y) och {a} ligger i (a,b),
maste vi ddrfor ha att {z} = {z}. Vilket visar att xt =a =y =b.

Fall 2) Anta att a # b, da &r {a,b} inte en singelton. Detta innebér att det ordnade paret
(a,b) = {{a},{a,b}} endast innehaller exakt en singelton. Detsamma géller (z,y) = (a,b). Ef-
tersom {x} dr en singelton innebir det att {z,y} inte &r en singelton, vilket visar att {z} = {a}.
Da det dr en unik singelton i (z,y) = (a,b), f6ljer dirav {a,b} = {z,y}. O

1.4 Sammansittning - Axiom of Union

For varje méingd C finns det en (unik) mingd u, sa att for varje méngd = har vi att x ligger i v om
och endast om det finns ett X i C sa att = ligger i X.

Notation 1.26. Mingden av u betecknas som [J X och kallas f6r ”Union av samlingen €”

el
Exempel 1.27. Det finns ett = i unionen av A och B (A|J B), om och endast om z ligger i A eller
x ligger i B.

Anmirkning 1.28. Anta en méingd som &r en kollektion av méingder, da skapar vi en ny méngd
vars element dr de element som ligger i nagon av de méngderna i kollektionen. Alltsa om x &r en
méngd, sa dr |Jx ocksa en méngd, och om A och B dr méngder, da dr A|J B ocksa en méngd som
innehaller alla de element som A och B innehaller.



Sats 1.29. For varge ike-tom méngd C finns det en (unik) méngd Z, sa att for varge méngd x
géller att

<A

sa att, for allax € €,z € X.(1.1)

Notation 1.30. Mangden Z ovan beteknas
N x. (1.2)
zeX

Bevis. Ovnig. O

Notation 1.31. For méngder A,B,C skrivs

ANB= (1 X (1.3)

z€{A,B}

1. () X ér inte definerad.
z€el

2. ”Interaction &ver ()”kan defineras om vi fixserar en méngd E och endast kollar pa e som bestar
av delméngden till E.

Ovning 1.32. hur?

Ovning 1.33. A, B, C ér tre méngder
L ANCUC) =(ANB)UMANC).
2. AUBNC)=AUB)NAU).
3. AU(ANB) = A.

4. ANAUB) = A.

Ovning 1.34. Def differens

reFE

sa att, for varge x,
xeAx¢B (1.4)

Definition 1.35. Difference
A, B ér méngder. Genom att anvinda Axiom of spesificatin, far vi att for alla X (méngd) och
for alla P (pastaende) dr
Y = {z € A|P(z)} (1.5)
E ={xz € Alz ¢ B}. (1.6)

Notation 1.36. F := A\B
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Definition 1.37. Om vi fixserar en méngd v och en méngd A &r en del méngd av u. Da kallar vi

u\A = {X € u|x ¢ A} och beteknas A°.
Ovning 1.38. Vi har att A, B,u. A, B C u. Bevisa foljande:
1. 0¢ =u,uc = 0.

(A°)c = A.
AN A° = 0.
AJAC =u.

A CB < B¢ C A-
(A UB):= AN B-.

1.5 Potens - Axiom of Powerset
For varge méngd A fins det en (unik) méngd p, sa for varje méngd x har vi att
XeP < XCA.

Notation 1.39. Beteknet p(A) kallas potens mingden av A, bevisa foljaen pastaenden
Exempel 1.40. 1. p(0) = {0 for alla, € p(A), A € p(A)}

2. P({a}) = {0, {a}}
3. P({a,b}) = {0, {a,b}, {a}, {b}}

om x C {a}da for vargex € X : z € {a}
< X=a

<= Fall 1.) x=0
Fall 2.)a) x inte likamed 0, b)For vargez,y € X,z = a

Ovning 1.41. Lat u vara en méngd, vi har att
1. UX =z € p(A).
2. NX =z € P(A).

Bevis. 1.

[ xX=4

z€P(A)

(1.2)

Lat x € A Vara godtyklig. Det finns ett ellement z i p(A) sa att © € A, ndmligen x = A. Per

defenition AV unionen har vi derfor att

x € ﬂ X =A.
zeP(A)

(1.3)

Vi gor det omvént. Lat « € |J X vara godtyckligt per definition av unionen, det finns en méingd
x € p(A) sa att x € X. Sedan per defenition av p(A) har vi att  C A. Slutligen per defenition av

delméngden gor att vi har vi att x € A.

O



Ovning 1.42. Bevisa: (] X =0.
z€P(A)

Ovning 1.43. BBevisa att: For varge A och B, giller ett A C B gar mot p(A) C p(B)

1.6 Direkt produkter

Sats 1.44. Lat A och B vara méngder. Det finns en unik méngd D sa att f6r varje méngd X har
vi att X € D om och endast om det finns ett a € A och ett b € B sa att X = (a,b).

Bevis. Genom Axiom of Union har vi att méngden AU B finns. Fran Axiom of Powerset har vi att
P(AU B) och PP(AU B) finns. Vi har att {a} € P(AU B), och liknande att {a,b} € P(AU B).
Dirav foljer det att (a,b) = {{a},{a,b}} C P(AU B). Vilket siéiger att (a,b) € PP(AU B), per
Axiom of Powerset. Genom Axiom of Specification finns méngden D, definierat som

D={zePP(AUB)|3ac A,Fbe B:x = (a,b)} (1.1)
Med definitionen av D &r satsen bevisad. O

Notation 1.45. Méngden D beteckas A x B och kallas for direkt produkten av méngderna A och
B.

2 Funktioner

Definition 2.1. En funktion f dr en triplett bestdende av en definitionsméngd/ domén, X, en
malméngd/ kodomén Y, och en graf I'y, dvs. f = (X,Y,T'y). Fér méngden I'y C (X x Y) géller
det att

Vee X JlyeY :(z,y) ely

Notation 2.2. funktioner
1.Vee X3y eY : (z,y) € I'y betecknas f(x) =y, kallas bilden av x under y

2. f = (X,Y,T'y) betecknas ofta som f: X — Y. Man séger att f &r en funktion/ map fran X
till'Yy

3. Om miéngderna X och Y dr underférstadda kan vi beteckna funktionen endast genom f

4. f(x) =y kan &ven skrivas som f : x — y, som séiger att f skickar x till y.

2.1 Likhet - Funktioner

Definition 2.3. LIKHET
Tva funktioner f := (X,Y,Tf) och f = (X',Y’,T#) &r lika med varandra da om och endast om
deras domén &r lika (X = X'), deras kodomén &r lika (Y =Y”) och deras graf &r lika (I'y =T'f/).

Anmirkning 2.4. Notera att (I'y = I'y) <= Vo € X, (z,f(z)) = (z, f'(z)) <= V€
X, flx) = f'(x)

Exempel 2.5. Exempel pa funktioner



For varje méngd X &r identitetsfunktionen av méingden den funktion som mappar alla element
fran X till samma element i X, dvs.

dx : X - X
T

Lat X = {0}, méngden Y = {0, {0}} och méngden I'y = {(0,{0})} C (X x Y). Da giller det att
en av funktionerna f = (X,Y,T'f) fran X till Y &r

fX—=Y
0— {0}

Ovning 2.6. Hur manga funktioner finns det fran Y — X?

2.2 Komposition av Funktioner

Definition 2.7. KOMPOSITION AV TVA FUNKTIONER
Lat f : X — Y och g : Y — Z vara funktioner sa att kodomén till f & domén till g. Da &r
kompositionen av f foljt med g funktionen:

gof:X—2Z2
x> g(f(z))
Sats 2.8. Lat f: X — Y vara en funktion. Da har vi att
idy o f = f = foidx (2.1)
Bevis. Ovning O

Anmirkning 2.9. Mingden av alla funktioner/ grafer av f : X — Y betecknas Y. Det giller
att YX C P(X x Y).

Ovning 2.10. skriv Y formellt
Ovning 2.11. Lat méingden X = {0, {0}} och Y = {0, {0}, {{0}}}
1. beskriv alla funktioner fran X till YV

2. om g : X — Y betecknar funktionen @) +— {0}, {#} ~ 0. Beskriv en funktion ¥ : YX — YX
med hjalp av g.

3. FORLANGNING: beskriv tva funktioner XX — X% med hjilp av g.

Definition 2.12. KOMMUTATIVA DIAGRAM
Lat f: X =Y, g9:Y — Z och h: X — Z vara funktioner. Da séiger vi att diagrammet

x -1,y

N L
Z

kommuterar om och endast om go f =h



Ovning 2.13. Beskriv pastaendet i Sats 2.8 med hjilp av kommutativa diagram

Sats 2.14. Associativitet hos Komposition
Lat f: X =Y, g:Y — Z och h: Z — W vara funktioner. Vi har

ho(gof)=(hog)of (2.2)
som funktion fran X till W
Bevis. Ovning U

Ovning 2.15. Beskriv Sats 2.14 med hjilp av kommutativa diagram

2.3 Bijektioner
Notation 2.17. g kallas for inversen till f och betecknas f—!.
Sats 2.18. Om f: X — Y &r inverterbar, da dr inversen unik.

Bevis. Lat f: X — Y vara en inverterbar funktion. Per definition av finns det en funktion g : Y —
Xsaatt fog=idx: X =Y ochgo f=1idy :Y =Y giller att

for allay € Y, g(y) = g(y'). (2.1)
Fran go f =idy : Y — Y {or ¢’ har vi att
9(y) = 9((fog) W)
=go(fog)(y) (per definition av komposition)
=((go f)og)(y) (komposition dr associativ) (2.2)
= (idx og')(y) (g upptyller...)
=4'(y) (per definition av idx)
O
Definition 2.19. BIJEKTIONER
1.) Lat f: X — Y vara en funktion. Vi séiger att f dr injektiv om
for alla z,2' € X f(x) = f(2') vilket implicerar z = 2’ (2.3)
= forallaxz,2’ € X,z #12 = f(x) # f(2'). (2.4)
2.) Vi séger att f dr surjektiv om
for alla y € Y finns det ett z € X sa att f(z) = y vilket innebér att (z,y) € I'y. (2.5)
3.) Vi séiger att f &r bijektiv om f &r bade injektiv och surjektiv, alltsa
for alla y € Y, finns det ett unikt € X sa att f(z) =y (2.6)

Exempel 2.20. dfg

10



X ={0},Y = {0}, {0} (2.7)
[ XY (2.8)

2.
g:Y=X,0—~0,0—0 (2.9)

3.
X=0,0Y =0,0f: X —Y,0 0,00 (2.10)

Anmirkning 2.21. Notera i 3.) X ¢ Y men det finns en bijektion f : X — Y. Bijektivitet &r en
svagare form av likhet”.

Sats 2.22. En funktion f: X — Y &r inverterbar om och endast om den &dr bijektiv.
Bevis. Ovning O

Definition 2.23. BILDER
Lat f : X — Y vara en funktion, lat A C X vara en delmingd av X. Bilden av A under f &r
delméngden f(A) C Y given av
flA)=yeY|lze A: f(A) =y (2.11)
Bilden av x under f kallas fér bilden av f

Ovning 2.24. Karaktérisera Surjektivitet genom bilder.
f &r surjektiv om och endast om f(X) =Y

Bevis. Ovning O
Exempel 2.25.

X={01LY ={0.{0}},f: X - Y0+ {0} (2.12)

fl@)=yeY|FzeX: fla)=y=10 (2.13)

Definition 2.26. URBILDER
Lat f : X — Y vara en funktion, lat ¢ C Y vara en delméingd av Y. Urbilden av ¢ under f &r
delméngden f~!(c) C X av X given av

fle)=reX|f(z)ec (2.14)
Nir ¢ = y #r en singleton, da skriver vi ocksa f~1(y) istéllet for f=1(y).

Anmirkning 2.27. Viss konflikt med notation f~! som notation fér inversen (niir den finns).
1) f~! finns endast nér f dr inverterbar.
2) f~Y(c) &r alltid definierad (For alla f, for alla ¢iY)
3) f &r inverterbar da f~1(y) = f~(y)

11



Sats 2.28. Lat f: X — Y vara en funktion. Lat A C P(X) vara en samling av delméngder av X
och lat € C P(Y)) vara en samling av delméngder av Y. Vi har att:

La)f~1(|Jv) = F 1) (2.15)

veC veC

Man sdger att f~1 respektera unionen.

L) f~1(()v) = () f 1) (2.16)

veC veC
20)f(|J A= | £(4) (2.17)

AcA AcA
20)f([) A c () f(A) (2.18)

AeA AeA

Bevis. 1. a) For alla x € X har vi att

zef 1{Jv) = fl@ye Jv (2.19)
veC veC

enligt definition av urbild.
— FJv: f(zx)ewv (2.20)

Enligt definition av union.
< Jv:ze fT1(v) (2.21)

Enligt definition av urbild.
= ze 1w (2.22)

veC

Enligt definition av union.
Bevis. Ovning.

Ovning 2.29. Ge exempel pa en funktion f : X — Y och tva delméngder A, B C X sa att

F(A(B) # f(A) () £(B) (2.23)

En 6sning: X ={0,{0}}, Y ={0} f: X > Y, 0,{0} — 0

A={0}, B={{0}}

ANB =0sa f(AND) = f(0) ={y e Y[FTr € D: f(z) =y} =D men f(ANDb) = f(0) = {y €
Y3z el: flx) =y} =0..=f(B) = fFANF(B)={0} {0} = {0} #0

Ovning 2.30. Lat f: X — Y vara en funktion och lat v C Y vara en delméngd av Y. Vi har att

fF1IY v)y=2 f~1(v) (2.24)
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Ovning 2.31. Lat f : X — Y vara en funktion. I termer av urbilder, singletons och den tomma
méngden, beskriv vad det innebér att f &r
1) injektiv 2) surjektiv 3) bijektiv

Ovning 2.32. Lat Y vara en méngd. Det finns en unik funktion fran § till y. (universal property

Of @77 )

Ovning 2.33. Lat S vara en singletom och 1at X vara en mingd. Det finns en unik funktion fran
X till S. (?Universal property of singletons”)

Ovning 2.34. Lat S och S’ vara singletons. Det finns en unik bijektion mellan dem. (Anvind
universal property of singletons)

3 Naturliga talen

Definition 3.1. AXIOM OF INFINITY
Det finns en méngd X, sa att

1. 0 € Xo

2. Vx € Xo, {33} S

Definition 3.2. INDUKTION
En mingd A &r induktiv om
L.OecA
2. Vae A {a} e A

Lemma 3.3. For varje samling C # () av induktiva méngder (VC € €,C #r induktiv) har vi att
N C é&r induktiv.

cec

Bevis. Lat € vara en godtycklig samling av induktiva méngder. Vi har att § € C for varje C i C.
Per definition av () C har vi dérfor att @ € (| C. Lat x € () C. Vi har da att:

cee cee cee
vCeCuxel (per definition av ()
= VC el {z}eC (VC € €, C induktivt)
= {z} e N C. (per definition av ()
cee
Per definition &r dérfor () C induktiv. O
cee

Definition 3.4. NATURLIGA TALEN
Lat X, vara en induktiv méngd (existerar genom Axiom of Infinity). Vi definierar (méngden av)
de naturliga talen som N:= [ C, dar Cy :={X C Xy | X #r induktiv}

CeCy

Anmirkning 3.5. N ir induktiv fran lemma 3.3.
Lemma 3.6. De naturliga talen ar den unika méngd som ar en delméngd av varje induktiv mangd.

Bevis. Anta att A dr en induktiv méngd. Fran lemma 3.3 har vi da att A1) Xo dr induktiv. Eftersom

ANXo C X har vi att A Xy € Cp. Dérav foljer att N = (| C C A Xy C A (foljt fran
CeCy

definitionen av (). Anta att N’ &r en induktiv méingd som &dr en delméngd av varje induktiv

méngd. Vi har da att
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1. NCN (N C A for alla induktiva méngder A, och N’ dr induktiv)
2. NCN (N’ C A for alla induktiva méngder A, och N dr induktiv)
Alltsd har vi att N = N, O

Definition 3.7. 1. Ett naturligt tal ar ett element i N.
2. Vi skriver 0 := () € N.
3. Lat S : N — N beteckna funktionen n — {n} (senare S(n) = n+1).

Sats 3.8. Vi har att:
1. 0 ¢ S(N)
2. S ar injektiv.
3. For varje delmingd M C N sa att
i.0eM
ii. vmeNmeM = S(m)e M
har vi att M = N.

Anmirkning 3.9. 1.2.3. kallas fér Peanoaxiomen. 3. kallas fér Principen om Matematisk Induk-
tion.

Bevis. 1. VYn € S(N)3Im € N: S(m) = n (per definition av S(N)) = {m} = n (per definition
av S). Eftersom 0 = () # m for varje m € N ser vi att 0 ¢ S(N).

2. Anta att n,m € N sa att S(n) = S(m). Per definition av S har vi att {n} = S(n) = S(m) =
{m} = n =m (per definition av singeltons).

3. M C N per definition N C M eftersom i), ii) innebér att M dr induktiv och N dr en delméngd
av varje induktiv méngd.
O

Sats 3.10. For varje triplett, (X, a, f), dir X &r en mingd, a € X och f: X — X, finns det en
unik funktion ¢ : N — X sa att:

1. p(0)=a
2. fop=poS:N—= X

I diagram: finns det inte ¢ sa att ¢(0) = a och foljande diagram kommenterar:

N4+ X

ls b

N3 X

Anmirkning 3.11. Rekursionssatsen tillater oss att definera saker “rekursivt”

Exempel 3.12. Ex. Definera (ay,)n, genom ag = 2, a,+1 = 3 + 4a,, for varje n > 1

14



Den finns tack vare rekursionssatsen applicerad pa (R, 2,z — 3 + 4x)

Bevis. Ovning O

Sats 3.13. (mat.Ind): For varje n € N lat P(n) vara ett pastaende. For att bevisa att P(n) &r sant
for varje n € N riicker det med att bevisa att:

1. P(0) sant

. For varje n € N, P(n)sant = P(S(0))sant

Bevis. Definiera M = {n € N: P(n) #r sant}
1.0eM
2. Har vi att for varje n e Ny n e M = S(n) e M

3. Enligt Peanoaxiom foljer att M = N, alltsa &r P(n) sant for allan € N

3.1 Addition

Vi anvander Rekursionssatsen for att definiera addition och induktion for att bevisa hur addition
fungerar.

Definition 3.14. Fér varje a € N enligt Rekursionssatsen applicerad pa (N, a, S) finns det en unik
funktion ¢}:N — N sa att:

WX
N ——

N
s ls

N %, N

Alltsa: For varje n € N, S(¢f(n)) = ¢ (S(n)) Vi skriver att for varje b € N, a + b :=¢ (b)
Definition 3.15. Addition (sfunktionen) pa N dr funktionen

NxN—N
(a,b)a,b:= o (b)

Sats 3.16. For varje a,b,c € N har vi att:
1.0+a=a=a+0 (0 ér identiteten for addition)
2. (a+b)+c=a+ (b+c) (addition dr associativ)

3. a+b=>b+a (addition dr kommutativ)
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Bevis. : 1) Fall @ = 0: vi har att 0+ 0 = ¢ (0) = 0
Anta att n €N och att 0+n =0=n+0 (induktionsantagande)
WTS: 0+ S(n) =S(n)=5(n)+0
M={neN:P(n)}CN
)0eM
ii) ForallaneNne M = Sa)e M =m=M O
Anmérkning 3.17. a = ¢/ (0) =1 a+0
For varje b € N,
a+ S(b) = ¢ (S(b)) (def av at) = S(p}(b) (rekursionssatsen) =S(a + b) (def. av at)
Vi har att 0+ S(n) = ¢f (S(n)) (Def. av OT)
= S(pd (n) (rek. satsen)
=S(0+n) (def. av OT)
= S(n) (induktionsantagande)
=S(n)+0 (def. av S(n)t)

Ovning 3.18.

ii) Ovning:

iii) Forst: induktion pa b att S(a) +b = S(a + b)

Fall 1: Om b = 0 har vi att S(a) + 0= S(a) = S(a +0)

Anta: b € Noch S(a) +b=S(a+b)

WTS: S(a) + S(b) = S(a+ S(b))

Vi har att S(a) + S(b) = S(S(a) + b) (fran anméirkning 3.17.)
=(S(S(a + b) (induktionsantagandet)

= S(a+ S(b)) (fran anmérkning 3.17.)

Bevis. Enligt principen om matematisk induktion har vi att
S(a) + b= S(a+0) for varje a,b € N

Vi bevisar nu att a + b = b+ a for varje a,b € N

Lat a € N vara godtycklig. Vi gor induktion pa b.

Fall 1: b = 0 da foljer pastaendet fran i).

Anta att b€ N, a+ b= b+ a (induktionsantagande)

WTS: a+ S(b) =S(b) +a

Vihar att a+S(b) (fran anmérkning 3.17.) = S(a+b) (induktionsantagandet)= S(b+a) (foreganende
resultat med ombytta roller pa a och b) = S(b) + a

Enligt principen om matematisk induktion har vi att a +b = b + a for varje a,b € N
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Sats 3.19. For alla naturliga tal a,b,c € N har vi att
a + ¢ = b+ c implicerar att a = b.

Bevis. Lat P(c) vara pastaendet att satsen ovan #r sant for alla a,b € N samt ett specifikt ¢ € N.
Vi bevisar att P(c) dr sant for alla ¢ € N med hjélp av principen om matematisk induktion. Om
¢ =0 ar P(c) pastaendet att

a+ 0 = b+ 0 implicerar att a = b.

Detta stammer eftersom a + 0 = ¢} (0) = a och b+ 0 = ;" (0) = b per definition.
Anta nu att ¢ € N och att P(c) &r sant. Vi visar nu att P(S(c)) &r sant. Alltsa att

a+ S(c) =b+ S(c) implicerar att a = b.
Anta nu att a + S(c) = b+ S(c). Eftersom a + S(¢) = S(a + ¢) och b+ S(c) = S(b+ ¢) har vi att
Sla4+c)=a+ S(c)=b+5(c) =S(b+c¢),

alltsa att S(a + ¢) = S(b+ ¢). Eftersom S &r injektiv innebér det att a + b = a + c. Eftersom P(c)
dr sant far vi att @ = b. Enligt principen om matematisk induktion ser vi att pastaendet P(c) &r
sant for alla ¢ € N, alltsa att a + ¢ = b + ¢ implicerar att a = b for alla a, b, c € N. O

Notation 3.20.
1:=5(0)eN

Sats 3.21 (Foljdsats). For alla n € N har vi att S(n) #n
Bewvis. Kladd, skriv renare sen. Visa att
1L 140
2. S(n)=n+1 (n+1=n+85(0)=8SMn+0)=5n))
3. Anvind tidigare sats for att visa att
Sn)=n = n+l=n4+0 = 1=0
Vilket ger en motségelse. (Foljdsats och kommutivitet av addition)

O

3.2 Multiplikation

Definition 3.22 (Ovning). Fixera a € N. Definiera multiplikation med a.
Tips: Anvind Rekursionssatsen: (X, xo, f)



Definition 3.23. Multiplikation(sfunktionen) pa N &r given av

NxN-—=N
(a,b)— a-b

Sats 3.24 (Ovning). For alla a,b,c € N har vi att

l.lra=a=a-1 (1 &r identitet med hénvisning till -)
2. (ab)e = a(bc) (- ar associativt)
3. ab="ba (- &r kommutativt)

4. (i) a(b+c)=ab+ac
(ii) (a+b)c=ac+ be (- &r distributiv 6ver +)
Lemma 3.25. Vi har att S(N) = N\{0}

Bevis. Peanoaxiomen ger att 0 ¢ S(N), varpa
S(N) € N\{0}
For att visa att N\{0} C S(N), lat P(n) for alla n € N vara pastaendet att
n =0 eller n € S(N).

Vi visar att P(n) ar sant for alla n € N genom principen om matematisk induktion.
Lat n = 0 Per definition &r P(0) sant.
Anta nu att n € N och att P(n) dr sant. Vi vill visa att P(S(N)) &r sant, alltsa att

S(n) =0 eller S(n) € S(N).

Eftersom
S(N) ={a € N| det finns ett b € N sddan att S(b) = a}

har vi att S(n) € S(N). Alltsa dr P(S(n)) sant. Enligt principen om matematisk induktion har vi
att P(n) dr sant for alla n i N. Alltsa, for alla n € N\{0} dr n € S(N). Det visar att N\{0} C S(N)
varpa S(N) = N\{0} O

Sats 3.26. For allaa,b e N, ab=0 = a=0e¢elleratt b=0

Bevis. (Kom ihag: P — @Q =~ = —P) Vi visar att om a # 0 och b # 0 har vi att ab # 0
Anta alltsa att a # b och b # 0. Det innebér fran Lemma 3.25 att det finns o', b’ € N sa att

ab=S(a")- S

=(+1) - +1) (definition av n + 1)
=(a't +d +V)+1 (distributivitet av - dver + samt associativitet)
=8 +d +1) (definition av n + 1)
e S(N)
Eftersom S(N) # 0 ser vi att ab # 0 O
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4 Relationer

Definition 4.1. Lat X vara en méngd. En binér relation pa X &r en delméngd, R, av X x X
Notation 4.2. Om z, y ligger i X da skriver vi x Ry om och endast om R = R som méngder

Exempel 4.3. Lat R vara lika med den tomma méngden som en delméngd av X kryssprodukt X.
Det ger null-relationen pa X: For alla o och y sa &r z relation y alltid falskt

Exempel 4.4. R lika med X kryssprodukt X som é&r en delméngd av X kryssprodukt X. Det ger
den triviala relationen pa X: For varje x och y som ingar i X, dr z relation y alltid sant.

Exempel 4.5. Lat R vara méngden {(x,y) som ingar i X kryssprodukt X d& z &r lika med y }.
Det ger likhetsrelationen pa X: For alla x och y som ingar i X sa géller xrelationy om och endast
om z ar lika med y

Exempel 4.6. Lat R vara lika med mingden {A, B} som ingar i potensmingden av X, kryss-
produkt, potensméngden av X nir A dr en delméngd av B. Det ger delméngdsrelationen pa po-
tensméngden av X: For alla A och B i potensméngden av X, sa géller A relation B om och endast
om A dr en delméngd av B.

Exempel 4.7. Lat R vara méngden (det ordnade paret A, B som ingar i potensmingden av
X krosprodukt protensmiingden av X for A bijektiv med B). Det ger kardinalitetsrelationen pa
potensmingden av X: For alla A och B som ingar i potensméingden av X sa géller A relation B
om och endast om A &r bijektiv med B

Exempel 4.8. Lat X vara lika med de naturliga talen. Vi séger att a &r en delméingd av b om det
finns ett ¢ i de naturliga talen fér a 4+ ¢ = b. Lat R vara méngden det ordnade paret a,b som ingar i
de naturliga kryssprodukt de naturliga talen for a &r en delméngd av b. Det ger ordningsrelationen
pa de naturliga talen: For alla a,b som ingar i de naturliga talet géller a relation b om och endast
om a dr en delméngd av b.

Exempel 4.9. Lat R vara en relation pa X. Negationen av R &r relationen: R dr méingden det
ordnade paret x,y som ingar i kryssprodukten av X och X for det ordnade paret x,y som inte
ingar i miangden R

Definition 4.10. Lat X vara en méngd och R en relation pa X. Vi séger att:

1. R ar reflexiv om och endast om for alla z i X och z R .

2. R ar symmetrisk om och endast om for alla z och y i X och z R y medfor det y R x

3. R &r transitiv om och endast om for alla z,y och z i X da x R y och y R z sa medfor det att
z R z géller.

4. R dr antisymmmetrisk om och endast om for alla « och y 1 X, da = R y och y R z giiller,
medfor det att x = y.

5. R &r jamforbar om och endast om for alla x och y i X och x R y eller y R z géller.

Ovning 4.11. Ga igenom foregaende exempel och ség for varje relation vilka av egenskaperna ovan
den har. I olika sammanhang sa &ar olika typer av relationer av intresse. Vi kommer frimst behova
en typ av relation kallad ekvivalensrelation.

19



5 Ekvivalenstalen

Definition 5.1. En relation R pa X &r en ekvivalensrelation om R &r reflexiv, symmetrisk och
transitiv.

Exempel 5.2. Kardinalitetsrelationen pa P dr en ekvivalensrelation.

Anmairkning 5.3. Vi skriver ofta ~ efter ~p istéllet for R och z ~ y eller x ~p y istéllet for x
Ry

Definition 5.4. Lat X och S vara méngder och lat f : X — S vara en funktion fran X — S.
Ekvivalensrelationen pa X definierad av f &r relationen:

~={(z,y) e X x X | f(z) = f(y)} S X x X
Exempel 5.5. For alla , y € X skriver vi z ~¢ y om och endast om f(z) = f(y)

Ovning: Beskriv likhetsrelationen pa X som ~ av ¢ for nagon funktion g : X — T
Lemma: ~; av f &r en ekvivalensrelation. Ovning

Definition 5.6. Lat X vara en méngd och lat ~ vara en ekvivalensrelation.
1. For alla x € X, da ~ ekvivalensklassen av x dr delméngden:
T={yeX|y~a}CX
TePX
2. Kvotméngden av X modulo ~ dr méingden bestaende av alla ekvivalensklasser av X, alltsa:
X ~ ={Aipotensmingden av x | det finns ett x i X : A &r lika med Z}
={Z|ziX}
3. Kvotfunktionen av X modulo ~ &r funktionen:
X — X/~
r—
Anméirkning 5.7. 7 dr surjektiv per definition

Exempel 5.8. Lat ~ vararelatioinenpadenaturligatalengivenav :
Det definiterar en ekvivalensrelation och ~ ekvivalensernagesav :

0=2=1=6=..=1{0,2,4,6,8,..}
1=3=5=7=..={1,3,5,7,9,...}
6 Heltalen

For att skapa heltalen (Z) behover vi ett sitt att skapa de negativa talen. Detta gor vi med hjalp
av foljande konstruktion: P4 méngden N x N, lat ~ vara relationen dér foljande géller for varje
(k,1),(m,n) i N x N:

(k,1) ~ (m,n) <= k+n=m+1.

20



Sats 6.1. Relationen ~ ovan ir en ekvivalensrelation.

Bevis. Ovning. (Tips: Bérja exempelvis med att visa att for varje (k,1) i Nx N, k+1=k+1 =
(k1) ~ (k,1)). 0

Anmirkning 6.2.

1. Ekvivalensklassen (k,!) kommer att vara k-11 Z. Sa ~ “séger att”
Ek—l=m-n<=k+n=m+1l

2. Vi kommer att skriva att:

-2:=(0,2) = (1,3) = (2,4) = ... = {(0,2), (1, 3)...}
-1:=(0,1)=(1,2) = (2,3) = ... = (g,a + 1) = {(0,1),(1,2)...}
0:=(0,0)=(1,1) = ...

1:=(1,0)=(2,1) = ...

Definition 6.3. Mingden av heltal betecknad Z, ar kvotméngden Z := N x N/ ~ dér relationen
tilde (~) dr definierad enligt ovan.

Lat m : N x N — Z beteckna kvotfunktionen. Lat 0 vara definierad som 7(0,0) € Z och 1 som
7(1,0) € Z.

Anmirkning 6.4. Vi skulle kunna skriva till exempel 0 eller 0 och si vidare, for att urskilja 0 i
Z och 0 i N, men vi gor inte det.

i) Vi kommer att se att det finns en kanonisk inklusion N — Z (som uppfyller en massa kriterier)
dér 0 — 0 och 1 — 1. Via den funktionen identifierar vi 0 i N med 0 i Z.

ii) Notation 0 (respektive 1) anvinds oftast for additions- (respektive multiplikations-) identiteten
(i en ring, grupp etc).

Generellt sett: var pedantisk; anvénd alltid olika notationer till tva olika saker i ett visst bevis.
Rigorost dr minus (-) foljande: a + (—a) = 0 S& hur skapar vi minus med denna egenskap?

Sats 6.5. For varje (k, 1), (K',l'), (m,n), (m'n’) i NxN har vi att: om 7(k, 1) = 7(k'l') och 7(m,n) =
w(m/,n’) da ar
7k +m,l+n) =7k +m' ' +n').

Beuis.
7k, ) =m(k',l') = (k1) ~ (K, )<= k+1I' =K +1.

n(m,n) = w(m',n') < (m,n) ~ (m',n') <= m+n" =m' +n.

Om vi adderar de hogra leden i ovantaende ekvationer (samt anvénder att addition av de naturliga
talen dr kommutativt och associativt) far vi att

E+m+U+n =K +m'+1+n.

Vilket implicerar att
7k +m,l+n) =7k +m' ' +n').
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Definition 6.6.

1.) For varje (a,b) i Z X Z, eftersom 7 : N x N — Z &r surjektiv finns det (k,1), (m,n) i N x N sa att
7w(k,l) = a och m(m,n) = 0.

2.) Vi definierar additionsfunktionen pa Z genom
+:ZXZ—7Z
(a,b) » a+b=mn(k+m,l+n).

Anmirkning 6.7. Fran satsen ovan ser vi att + dr en véldefinierad funktion; den beror inte pa
valet av (k,1) och (m,n).

Definition 6.8. Ett heltal ar ett element i Z.
Sats 6.9. For varje a i Z sa finns det ett unikt b i Z sa att a + b = 0.
Bevis. Lat k,l € N sa att a = w(k,l). Lat b :== (I, k). Vi har da att

a+b=nk+11+k) (Definition av addition for Z.)
=ak+1Lk+1) (Addition #r kommutativt i N.)
=(0,0) (Ovning.)
=0. (Definition av 0 i Z.)

Notera att valet av b dr oberoende av (k,1). Alltsa: Om a istéllet var a = w(k’,1’) for nagra (k',1")
i N, da har vi att

w(k,1) =
=n(k',l)
= (k1) ~ (K1)
S k+l=kK+1 (IN.)
U+ k=1+F (Addition &r kommutativ i N.)

— (UK ~ (I, k)
= n(l',k')=n(,k).

Om m,n € N ocksa dr sa att C' := w(m,n) ger att a + ¢ = 0, da har vi

mk+U,l+kK)=a+0b (Definition av a+b)
=0=m(0,0) (Definition av 0)
=a+c (Utifran var definition av ¢)
=m(k+m,l+n) (Definition av a + ¢)

= (k+0)+(1+n)

=(k+m)+ (+F)

=4+n=m+k (Detta led kan utvecklas.)
= (K',I') ~ (m,n)

=b=n(k,l')=m(m,n) =c.
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Definition 6.10. Definition/Notation: Fér varje a € Z, den unika b € Z sa att a4+ b = 0 betecknas

—a och kallas den additiva inversen till a.
Notation 6.11. —a lases “minus a”.

Definition 6.12. Multiplikationsfunktionen pa Z ir funktionen

L X T — 7

(a,b) = a-b=mn(km+In,kn+Ilm).

Dar (k,1),(m,n) € N x N dr sa att a = w(k,l) och b = m(m,n).

Sats 6.13. For varje (k,l), (m,n), (K',l'),(m',n') € N x N har vi att om =(k,l) = =n(¥',1') och

w(m,n) = m(m’,n’') da ar

mw(km +In,kn +Im) = ©(kK'm’ + U'n’, k'n" +U'm’).

Bevis. Ovning.

O

Anmirkning 6.14. Fran satsen ovan ser vi att multiplikationsfunktionen (-) &r vildefinierad
oberoende av vilka (k,1)(m,n) € N x N sa att a = w(k,[) och b = w(m,n).

Sats 6.15. For alla a,b, c € Z har vi att:
l.a+b=0b+a.
2. (a+b)+c=a+(b+c).
3.0+a=a=a+0.
4. (—a)+a=0=a+(—a).
5. ab = ba.
6. (ab)e = a(be).
7. 1-a=a=a-1
8. a(b+ c¢) = ab+ ac och (a+ b)c = ac+ be.
Bevis. Ovning.
Definition 6.16. alb <= 3k € Z:ak =1

Sats 6.17. Va,b > 0 Jlg,r
0<r<asaatt
b=qga+r

(Addition #r kommutativt.)
(Addition &r associativt.)

(0 dr identitet till +.)

(— &r invers till +.)
(Multiplikation &r kommutativt.)
(Multiplikation &r associativt.)
(1 &r identitet till -.)

(- &r distributiv 6ver +.)

O

Definition 6.18. Ett primtal &r ett positivt heltal p € Z sa att p # 1 och for varje a € Z sa att

alp har viatt a =+ lellera=+p

Ett sammansatt tal dr ett positivt heltal a € Z sa att a # 1 och a inte dr ett primtal

Anmirkning 6.19. Om a a € Z dr ett sammansatt tal da finns r;s € Z sa att a=rs
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Sats 6.20. Va € Z, a > 1, 3 pimtal p sa att pla
Bevis. Lat
S :={d € Z|d > 1 och dja C N}

Eftersom ala har vi att S # (). Enligt WOP har S ett minimalt element p. Om p inte &r ett primtal
finns det r,s € {2,—,p — 1} sa att p = rs. Det innebér att r|a och s|a, varpa r,s € S. Det motséiger
minimaliteten hos p. O

Sats 6.21. Det finns oéndligt manga primtal

Bevis. Ovning O

6.1 Unik primtalsfaktorisering
Sats 6.22. For varje heltal ac Z,a > 1, finns det primtal pq, - , p, sa att

a=pip2- - Pr
Dessa primtal &r unika till permutation (alltsd om gg, - -, ¢s primtal sa att a = p1ps -+ - p, da
arr =soch 3o € S, = Aut({1, —,7}) sa att 1 = py(1), @2 = Po(2)s ** s & = Po(r))

Bevis. Existens: For varje a > 2 lat P(a) vara pastaendet att det finns en sekvens av primtal vars
produkt ar a

Eftersom 2 #r ett primtal ser vi att P(2) stdmmer. Lat a vara ett godtyckligt heltal, a ; 1, och P(2),
P(3) till P(a-1) stdmmer. Om P(a) inte stdimmer da finns det r,s € Z, sa att

a=T7Ts

Eftersom P(r) och P(s) stdmmer, ger det att P(a) stimmer. Motségelse. Dérfoér stimmer P(a).
Enligt principen om stark matematisk induktion, stimmer P(a) for alla a € Z > 1

Unikhet: Ovning O
Definition 6.23. Lat A vara en ring. Ett ideal av A &r en delmégd I C A sa att

1.oel

2. Vx,y € I, x+y € I ("I ér stidngd under addition”)

3. Vae A, Vx €1, ax € I ("I dr stingd under multiplikation med A”)
Definition 6.24. Lat A vara en ring. Ett primideal av A dr ett ideal P C A sa att

1. P#£A

2. Ve,y € A zyeP=xze€PellerycP

Sats 6.25. Z dr en Primial ideal domain : For varje ideal I C Z 3lne Z < 0 sa att I = nZ
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Bevis. Om I = {0} ser vi att I = 0Z = {a0 | a € Z}. Anta dérfor att I # {0}. Det innebér att
INZ >0 4# (. Enligt WOP 3'n€ Z som &r minimalt i I N Z0. Eftersom n € I har vi, per defina-
tion av ideal att an €I, for alla ac Z. Alltsa, nZ CI. Lat nu méel vara godtycklig. WLOG anta att
m > 0. Eftersom Z &r en Euklidean domain finns ett heltal g € Z,r € {0, —,n—1} sdatt m=qn +r

Det innebér att r = m+(-qn) € I (per defination 2 och 3 av ideal). Om r # da har vi att n €
INZ > 0 och r< n, vilket motséger minimaliteten hos n. Alltsa ar r = 0 och m=qnéenZ
Unikhet: Ovning
O

Sats 6.26. Lat a,b,c € Z. Vi har att a delar bc och sgd(a,b) = 1 vilket implicerar att a delar c.

Bevis. Eftersom sgd(a,b) = 1 finns det r, s € Z s& att ra + sb = 1. Det innebér att rac 4 sbe = c.
Eftersom a|bc har vi att a|sbc varpa al|(rac + sbc). O

Sats 6.27. Foljdsats: For varje a,b € Z har vi att sgd(a,b) = sgd(a,c) = 1 vilket implicerar att
sgd(a,bc) = 1.

Bevis. Ovning. O

Sats 6.28. (Euclids Lemma): Lat ay, ..., a, € Z. Lat p vara ett primtal. Vi har att p|a;...a, vilket
implicerar att det finns ett ¢ = I, — r s att pla.

Bevis. Anta motsatsen, alltsa att for varje ¢ = I, —, r sa delar p inte a;. Eftersom sgd(p, a;)|p har
vi att sgd(p,a;) = 1 eller sgd(p,a;) = p. Da p inte delar a har vi att sgd(p,a;) = 1 for alla i.
Det innebér att sgd(p, a;...a,) = 1 (Ovning: Fran foljdsats (induktion).) varpa p inte delar a;...a,.
Motségelse. O

Ovning 6.29. Lat a,b € Zw, sig g € Z, 7 € {0,—,a — 1} sa att b = qa + r. Visa att sgd(a,b) =
sgd(a,r).
6.2 Modulir aritmetik

Definition 6.30. Lat A, B vara tva ringar. En (ring) (homo)morfi fran A till B &r en funktion
f:+A— B sa att for varje a,b € A,

fla+b) = f(a)+ f(b) (f “respekterar addition*’)
flab) = f(a)f(b) (f “respekterar multiplikation*’)
f(1)=1.

Ovning: Ge exempel och icke exempel.

Definition 6.31. Fixera ett n i Z som &r storre dn 0. P4 méngden Z, lat = (mod n) beteckna
relationen ¢ = b (mod n) som implicerar att n|(a — b). Om a = b (mod n) séger vi att a &r lika
med /kongruent /ekvivalent med b mod/modulo n.

Sats 6.32. Relationen = (modn) &r en ekvivalensrelation.

Bevis. For varje a, b, c
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i) n|0 vilket implicerar att n|(a — a) samt att a = a (mod n).

ii) @ = b (mod n) implicerar att n|(a — b) per definition av = (mod n). Detta implicerar i sin
tur att det finns ett k € Z sa att nk = (a — b) per definition av delbarhet. Detta medfor att
n(—k) = —nk = —(a — b) = b — a, vilket per definition av delbarhet implicerar att n|(b — a).
Slutligen implicerar detta att b = a (mod n) per definition av = (mod n).

ili) @ = b (mod n) och b = ¢ (mod n). Per definition av = mod n far vi att n|(a—b) och att n|(b—c¢).
Per definition av delbarhet foljer det att det finns ett k € Z sa att nk = a — b och att det finns ett
l € Z sa att nl = b — c. Detta implicerar att a — ¢ = (a — b) + (b — ¢) = nk + nl = n(k + 1) samt att
n|(a — ¢) och slutligen att a = ¢ (mod n). O

Notation 6.33. Lat 2 (lises “Z mod n") beteckna kvotméngden av Z med hénvisning till =
(mod n), och for varje a € Z, lat @ € % beteckna ekvivalensklassen av a.

Ovning 6.34. Generalisera konstruktionen av nZ—Z for godtycklig ring A och ideal I C A, for att
skapa £. (Préva med A = Rz],I = (22 +1).)

Lemma 6.35. For alla a € Z finns det ett unikt r € {0,...,n — 1} sa att a =71 an'

Bevis. (Existens) Euklid’s algoritm ger att det finns ¢ € Z,r € {0,...,n — 1} sa att a = gn + r.
Det innebir att a — r = gn vilket implicerar att n|(a — r). Per definition av relationen pa modulo
n ser viatt a =7.

(Unikhet) Om 7’ € {0,...,n—1} s att @ = r/, d& har vi att n|(a—7") vilket per definition implicerar
att det finns ett heltal ¢’ sa att ng’ = a—r’. Fran unikhet av (kvoter och) rester ser vi att r = /. [

Exempel 6.36. 1. Z = {0}
2. £ ={0,1}
3. % ={0,1,2}
4. nZ—Z ={0,1,...,n—1}
?Ekvivalensklassen av a representeras av resteb da vi delar a med n”.

Definition 6.37 (Addition). Addition pa -Z ges av funktionen
NN
‘nZ " nZ nZ
(@,b) — a+b

+

Med andra ord: For alla @,b € nZ—Z, villj x € @,y € b dér vi definierar att @+ b = x + .
Sats 6.38. + #r vildefinierad. (Overoende av representant av a € @)

Bevis. Lat a,a’ € @ och b,b' € b vara godtyckliga. Det innebir att a’ = a (mod n), vilket per
definition ger att n|(a — a’) och vidare att det finns ett heltal k sa att nk = a — o/. Med samma
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process far man #ven att det finns ett heltal  sadan att nl = b — ’. Det innebéir att

(a+b)—(a +V)=(a—d)+(b-V)
=nk +nl =n(k +1),
vilket implicerar att n|((a +b) — (¢’ + b))
samt att a +b = a’ + b (mod n)

och slutligen att a +b=a’ +¥'.

O
Definition 6.39 (Additiv invers). For allaa € -2, lat —a = —a
Ovning 6.40. Visa att —a #r vildefinierad
Sats 6.41. For alla@ € % har viatt a+ (—a) =01 5.
Owning. O

Ovning 6.42. 1. Definiera multiplikation i #ZZ

2. Verifiera att -2 med +,-,0,1 4r en ring.
Notation 6.43. Kvotméngden 7 : Z — % kallas ofta for den kanoniska funktionen fran Z till %.

Sats 6.44. 1. (i) 7(0)=0
(ii) For alla a,b € N har vi att 7(a +b) = 7(a) + 7(b)

2. () r(1)=1 (7 #r en ringhomomorfi)
(ii) For alla a,b € Z har vi att w(ab) = 7w(a)w(b)

Exempel 6.45. Z = {0,1}

—arn 27 —
0+0=0+0=0
0+1=0+1=1
1+0=1+0=1
1+1=1+1=2=0

Exempel 6.46 (Application). Vi visar att 22 — 5y% = 2 har inga heltalslésningar.
Anta att a,b 16ser ekvationen, alltsa att

a® — 5b° =2
_9 =72 By Y/
— a“ —5b =2 i— forallaneZ
nZ

viljn=5 — a2 —0b =2
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Vi undersoker alla kvadrater i %:

{1
= Ol

I
|

w [N N )
I

i I~ I e
Il
|

I
=l

Dirmed ser vi att @2 = 2 inte har nagon lésning, vilket ger en motsiigelse. Diarmed har ekvationen
x? — 5y? = 2 inga heltalslésningar.
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